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Связь между напряжением и деформацией в пластической области 
отражает способность материала к упрочнению. В ряде случаев возни­
кает необходимость в аналитическом выражении этой связи, что при­
водит к дополнительным погрешностям.
Для оценки указанных погрешностей были проведены исследова­
ния кривых течения ряда пластичных материалов, которые существенно 
отличаются по своим механическим свойствам, в том числе по пределу 
прочности, относительному удлинению при разрыве и способности ма­
териала к упрочнению.
В табл. 1 приведены механические характеристики исследованных 
материалов. Истинный предел прочности при растяжении — Ok и пре­
дельное относительное логарифмическое удлинение ей определялись




ек aAC £ т%
Р18 0,360 100,0 1,7 1,70
Р12 0,350 104,2 0 ,9 0 ,88
Р6МЗ 0,357 97,9 1,3 1,33
45 а 0,610 99,2 0 ,6 0,61
45 б 0,582 92,6 0 ,6 0 ,65
2X13 1,240 101,0 1,0 0 ,99
Ст. 3 1,03 78,0 1 ,5 1,93
1Х18Н9Т 1,30 138,0 1 ,5 1,09
Медь 1,49 46,0 0 ,4 0,87
ЛС59 0 ,60 72,0 0 ,9 1,25
с учетом изменения площади поперечного сечения после статистической 
обработки результатов испытаний g — граница доверительного интер­
вала средней кривой течения.
V n  і / Ѵ ( Ѵ - і )
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/ — параметр распределения Стьюдента;
T V - число опытов;
окі — значение истинного предела прочности в отдельном опыте; 
Т% — уровень точности определения предела при растяжении;
T =  J - - 100.
По каждому материалу испытывалось от 3 до 15 образцов. На 
рис. 1 показаны кривые растяжения стали Р6МЗ, полученные в резуль­
тате опытов над пятью образцами.
Среднее значение предельного 
удлинения оказалось z^l= 0,357.
Среднее предельное напряжение 
при указанной предельной дефор­
мации оказалось равным Ok =
97,9 кг/мм.
Для получения статистической 
кривой течения стали Ст. 45 было 
испытано на растяжение 40 образ­
цов. Точность полученных значений 
пределов прочности и кривых тече­
ния близка к точности измерения 
усилий и деформаций во время ме­
ханических испытаний. Большое 
число образцов разных диаметров 
из Ст. 45 позволило выявить две 
модификации этой стали, которые 
затем были подтверждены также 
опытами по кручению.
Оказалось, что статистический 
предел прочности Ст. 45 в прутках диаметром 12, 14, 16 мм равен 
99,2 кг/мм2, а той же стали в прутках диаметром 18, 20, 10 мм он ока­
зался ниже — 92,6 кг/мм2.
Кривую растяжения можно аппроксимировать степенной
G =  Aem (1)
или линейной
а = а 0(1-+се) (2)
функциями. В этих выражениях а — напряжение в данный момент д е ­
формации; A 9 т, о0, с — константы материала; е  — деформация.
Оценка точности аппроксимации кривых растяжения может быть 
произведена с применением безразмерных параметров сопротивления 
материалов пластическому деформированию [1].
Если кривая растяжения точно соответствует зависимости (1), то 




Для степенной аппроксимации (1) безразмерное напряжение вы-
Ox
ражается величиной -JL , аф =  фактическое напряжение, снимаемое
А
с фактической кривой растяжения; А — напряжение, соответствующее 
единице удлинения по аппроксимированной кривой; е т — можно наз­
вать приведенной деформацией.
Рис. 1. Кривые растяжения 
пяти образцов из стали Р6МЗ
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Для линейной аппроксимации (2) безразмерное напряжение рав-
Q.
но где O0 -  условный предел текучести материала, отрезок, от-
0O
секаемый на оси напряжения прямой линией (2).
На рис. 2 и 3 приведены кривые растяжения некоторых исследо­
ванных материалов в безразмерных координатах, соответствующих
0.0 OM 0.12 OiS IJS
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Рис. 2. Кривые растяжения в безразмерных ко­
ординатах по линейной аппроксимации: Ст.З;
0 — 2X13; x — медь; А  — ЛС59; Д  — IX18H9T;
□  — 45 а ; А — Р6МЗ; Ш — Р12; Д  — Р18; H------
45 в.
степенной (рис. 2) и линейной (рис. 3) аппроксимациям кривых рас­
тяжения.
Характеристикой точности аппроксимации также может служить 
отношение площади а , заключенной между фактической и аппрокси­
мированной кривыми растяжения к интервалу приведенной деформа­
ции (e п — г™) и к среднему на интервале безразмерному напряже­
нию, т. е. для степенной аппроксимации погрешность
»
/ л т „т\ аф( е п — е0 ) —+  
А
а для линейной аппроксимации
(се„ -  с е0)
0 O
Результаты определения погрешностей аппроксимаций кривых 
растяжения для всех указанных выше материалов приведены в табл. 2.
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Из таблицы видно, что ошибки, связанные с математической запи­
сью участка кривой растяжения при больших пластических деформа­




















CO ОЛ 0.9 Ijl % û
- ПриёеЗеннЬе деформации ет
Рис. 3. Кривые растяжения в безразмерных коорди­
натах по степенной аппроксимации. Обозначения мате­
риалов те же, что и на рис. 2
Аппроксимация (2) удобна тем, что связь между напряжением и 
деформацией выражается весьма просто и в то же время, как показы­
вают данные, представленные на рис. 2 и в табл. 2, выполняются до­
вольно точно.
Т а б л и ц а  2
Материал
Степенная Линейная
А к гI мм? т А % а0 кгім м 2 с А %
Р18 111,3 0,100 0 ,9 85,8 0,50 0 .9
Р12 117 0,105 0 ,5 87,0 0,57 0 ,3
Р6МЗ 109,8 0,110 0 ,8 84.5 0,41 0, 9
45 а 104,7 0,120 1,1 82,0 0,36 1,2
45 б 98,8 0,120 4 ,0 76,0 0,36 3 ,2
2X13 95 ,4 0,250 1,3 60,0 0,57 1,9
Ст. 3 77,0 0,267 3,1 45 ,0 0,72 2 ,2
1Х18Н9Т 126,0 0,360 0 ,5 68 ,0 0,81 1,9
Медь 40,6 0,370 1,0 22,6 0,75 2 ,8
ЛС59 92,3 0,440 1,9 33,6 1,96 3,2
Для дополнительной проверки точности линейной аппроксимации 
были использованы диаграммы упрочнения металлов и сплавов, при­
веденные в работе [2], которые были перестроены в координаты «истин­
ное напряжение — логарифмическое удлинение».
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Для сравнения принятой линеаризированной зависимости с фак­
тической были использованы статистические методы обработки данных, 
и дана оценка точности такого решения.
1. Была выявлена зависимость относительного упрочнения мате­
риала —  от сек, где ок и е к — истинное напряжение и деформации
a O
при конечной деформации (в момент разрыва).
Все точки при таком сопоставлении ложатся на одну прямую, раз­
броса почти нет, небольшие отклонения у кривых упрочнения кремни­
стого железа, листовой меди, отожженного армко-железа.
2. Для каждого материала планиметром была подсчитана факти­
ческая работа аф вплоть до разрушения. Расчетная работа на осно­
вании (2)
я- =
где — напряжение при конечной деформации, подсчитанное по 
формуле (2).
Расхождение аф и аѵ, как правило, не больше 5%. Наибольшие 
отклонения (8%) получились на кривых упрочнения при растяжении 
стали с содержанием 0,23% С и 24,6% Ni, кобальтового железа с со­
держанием 3,16% Co, отожженной углеродистой стали с содержанием 
0,17% С и отожженной легированной стали с содержанием 0,81 % С, 
0,28% Si, 0,68% Mn и 0,90 Cr.
3. Среднеквадратическое значение максимальных отклонений для 
всех 166 материалов составило 1,88 кг Iсм2.
4. Отличие действительной кривой от линеаризированной имеет 
место в начальной стадии деформации. Обозначим ев  деформацию, на­
чиная с которой разница между линейной и фактической диаграммой 
больше максимального отклонения.
Из аппроксимированных 166 кривых 106 диаграмм имеет отноше­
ние — <  0,1, 43 диаграммы это отношение имеют в пределах 0,1—0,2
и 10 диаграмм имеют указанное отношение в пределах 0,2—0,4.
5. Подсчитан коэффициент корреляции [3] для зависимости (2). 
г =  0,994. Такое значение коэффициента корреляции свидетельствует 
о высокой надежности линейного выражения кривой течения.
В ы в о д ы
1. Степенная и линейная аппроксимация кривых упрочнения всех 
рассмотренных 166 материалов, которые весьма существенно отлича­
ются по своим механическим свойствам, вполне удовлетворительно опи­
сывают связь между напряжением и деформацией вплоть до разру­
шения.
2. При линейной аппроксимации (2) отклонение ее от фактической 
кривой течения, как правило, не превышает 3% и только в 14 случаях 
из 166 составляет от 3 до 7%.
3. При степенной аппроксимации (1) расчетная кривая течения 
дает отклонение от фактической, как правило, не превышающее 2% 
и только в двух случаях из 10 составило около 4%.
4. Высокая точность аппроксимации была получена по первому 
варианту без последующего уточнения.
5. Наибольшее отклонение аналитических зависимостей от фактиче­
ских кривых течения имеет место в начальный период пластической де-
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формации. 106 материалов из 166 вполне удовлетворительно аппрокси­
мируются линейной зависимостью, начиная с деформации, составляю­
щей 10% от остаточной деформации при разрыве.
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